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EINFUHRUNG

Sei M eine Teilmenge der reellen Zahlen und RM der lineare Raum der
reellwertigen, auf M definierten Funktionen. Ein n-dimensionaler linearer
Unterraum U von RM heilit schwach Haarscher Raum bzw. jede Basis
von U heiBit schwaches Tschebyscheff-System, wenn kein fe U oéfter als
(n — 1)-mal stark das Vorzeichen wechselt bzw., in der Terminologie
von [8], eine starke Alternante der Linge groBer n hat. Ein Beispiel fiir
schwach Haarsche Riume bilden etwa die polynomischen Splines (siche
[4, p. 18]).

In Veraligemeinerung des Alternantensatzes von de la Vallée-Poussin
fir gewohnliche Haarsche Rdume haben Jones und Karlovitz [3] gezeigt,
daB, falls M ein abgeschlossenes Intervall und U C C(M) ein n-dimensionaler
linearer Raum ist, U genau dann die schwache Haarsche Bedingung erfiillt,
wenn zu jedem g € C(M) ein Proximum fe U beziiglich der Maximumnorm
auf M existiert, fiir das die Fehlerfunktion r:=f— g ihr betraglisches
Maximum an n + 1 Punkten von M mit wechselndem Vorzeichen annimmt.
Um zu zeigen, daB die scwache Haarsche Bedingung hinreichend ist, wurde
in [3] als zentrales Hilfsmittel ein Grenzprozess fiir die Anndherung von U
durch gew6hnliche Haarsche Rdume benutzt, der in Karlin und Studden [4]
ausfithrlich dargestellt ist. Wir werden im folgenden einige prinzipielle
Eigenschaften schwach Haarscher Ridume herleiten und mit ihrer Hilfe
das Ergebnis von Jones und Karlovitz elementar beweisen. Dabei wird
sich unter anderem ein vereinfachter Beweis des klassischen Resultates
fir gewohnliche Haarsche Raume ergeben.

1. VORBEREITUNGEN

Aus [8] und [3] iibernehmen wir folgende Festlegungen:

(1) Seien fe R™ und ¢,,...., 4, e M mit t; << - << t;,. 4 ,..., 1, heilen
eine starke Alternante von f (der Linge k), wenn f(¢,) - f(t;.1) <O fir
i=1,.,k—1gilt.
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(2) Ein n-dimensionaler linearer Unterraum U von R heiflt schwach
Haarscher Raum, wenn kein f'e U eine starke Alternante der Lange > » hat.

LemMmA 1. Sei UC RM ein n-dimensionaler linearer Raum. Dann sind
folgende Eigenschaften dquivalent:

() U erfiillt die schwache Haarsche Bedingung.

(b) Seif,..., [, eine Basisvon U. Fiiralle t ..., t, € M mitt; < - < t,
hat die Determinante det(fi(t;)) schwach einheitlisches Vorzeichen.

(c) Seien uy yoeytty_y €M mit uy < - <Up_,, Uy = — 00, U, = + 00,
Dann gibt es ein fe U0} mit f(u) = flu,)) = = flup,) = 0 und (—1)
fx) =0firxe_,u)NM,i=1,..,n

Bemerkung. Jones und Karlovitz [3] beweisen Lemma 1 fiir den Fall,
dafBl M ein Intervall und U C C(M) ist, mit Hilfsmitteln, die auf die allgemeine
Situation nicht iibertragbar zu sein scheinen. Im iibrigen setzen sie an die
Stelle von (c) die Bedingung ‘“WC-2"", nimlich daB (c) nur fiir alle u, ,..., #,
mit inf M < u; und u,_; < sup M gelte. Falls M ein Intervall und U C C(M)
ist, sind (c) und “WC-2" also dquivalent. Im allgemeinen gilt dies jedoch
nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei M = {1, 2, 3}, und seien f, g € RM definiert durch f(1) = f(2) = g(3) = 0
und f(3) = g(1) = —g(2) = 1. U :=span{f, g} erfillt “WC-2", aber
nicht (c).

Beweis von Lemma 1.

(b) = (c): Wir benutzen Induktion iiber k: = dim Uy,
k=n—1:8Seid; =@, u )N Mfiri=0,1,.,n— 1. Sei

AO filw) - filta)

g(t):zdet({l“”f"): : : :
fn(t) fn(ul) fn(un—l)

Uy Uy y

fir te M.

Fiir t € A4; ist

g(t) = (—1y det (£ " 1' Lo uf:) J=01,.,n— 1l
i 3 n—

Die Determinante rechts hat nach Voraussetzung schwach einheitliches
Vorzeichen und verschwindet wegen dim U = n nicht identisch.

k + 1 = k: Sei ¢ der Spaltenvektor

)
: und iy sy g €{l,ec.,n — 1}
Ja



386 ROLAND ZIELKE

so gewdhlt, da3 tp(uil),..., tp(uik) linear unabhéingig sind. Ferner sei L: =
{we M| p(w) € span{e(y; ),..., p(u; )}} und L, das groBte Intervall mit
uwel,el firv=1,.,n—1.

Fall 1. Es gibt ein vel: = {l,..,n— 1}\{i,..., &} mit [u,_,, 4 4] N
ML, etwa W: = (u,_,,u) N M\L @ ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit. Hat W ein maximales Element x, so gibt es nach Induk-
tionsvoraussetzung ein g e U\{0} mit schwachen Vorzeichenwechseln in
Uy geeey Uy_q 5 Xy Upyq 5oy Upy - Da g auf L verschwindet, hat es die gewiinschten
Eigenschaften. Hat W kein maximales Element, so sei x;, X, ,... € W eine
streng monotone Folge mit lim,,_. x, = sup(W). Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es fiir jedes m = 1, 2,... ein h,, € U mit || h,, || = I, wobei
i || irgendeine Norm auf U ist, und schwachen Vorzeichenwechseln in
Uy sees Uy g s Xy s Uyiy seey Uy . Dadie MengeS: ={fe U ||| f|| = 1} kompakt
beziiglich der Normtopologie ist, hat die Folge {A,,} einen Hiufungspunkt
g €S. Da Normkonvergenz hier punktweise Konvergenz impliziert, hat g
die gewlinschten Eigenschaften.

Fall 2. Fiir jedes ve I gilt [u,,,u,.,] " M CL. Sei dann v e[ fest und
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit y < v maximal, so dal W: =
(u, , u,.;) N M\L nicht leer ist. Der Rest des Beweises ist derseibe wie in
Fall | mit dem einzigen Unterschied, daB, falls W ein maximales Element
x hat, g € U\{0} mit schwachen Vorzeichenwechseln in u; ,..., u, , x, 4,1 ,...,
Wy_q s Uiy 5eeer Up_q gebildet wird und sonst 4, € S mit schwachen Vorzeichen-
wechseln in wy ..., Uy, Xp o Upyy geeey Uyq s Upiy soeey Uy, 0 = 1,2, ge-

bildet wird.

(a) = (b): Sei f],....f, eine feste Basis von U. Wir nehmen an, es
gibe x;,..,x,e Mund y; ,..., y, e M mit x; < =+ < x,, ¥ < <y, und
det(fi(x;)) - det(f(y;)) <O0. Da dim U |(,,. oy =dim Uly, .,y =n ist,
gibt es ein y; , so daB dim U“vil-% ..... 2 = h ist, weiter ein y; mit
dim Ul(yilvyiz_%w,m”) = nr usw. Also kann man {x,,..., x,} schrittweise in

{¥1,.-., Yo} so tberfiihren, daB bei keinem Schritt die Determinante ver-
schwindet. Bei einem Schritt mufl dann die Determinante das Vorzeichen
wechseln, etwa beim k-ten Schritt. Wir benennen die Punkte Vi s Vi
Xk seeey Xp UM in zy ..., z, Mit z; < -*- < z,, und wihlen eine Basis g; ,..., g,
von U mit g{z;) = 8,; fir alle / und j. Sei y:=y, mit z; <y <z,
und y werde gegen z, ausgetauscht. Natiirlich wechselt die mit g, ,..., g,
gebildete Determinante bei diesem Schritt ebenfalls stark das Vorzeichen,
und wegen

det (578 =

1t Zn
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0> det (gl , gn)9
109 Zj 5 Vs Zjtlseres Zk—1s Zk41 50> Zm

falls j=1,.,.k—2,k+ 1. ,n

Sdet(f 0 B, falls j=k— 1,k
Zy geees Zp1 5 Vs Zp41 50ees Zn

Ausrechnung dieser Determinanten liefert
sign gu(y) = (—D*, falls j=1,.., k—2,
= —1, falls j =4k — 1,k,
= (—1)F-i-1, falls j =k + I,.., n

Sei nun g € U mit

8(z) = (=)'~ sign(gy(y))  fir v =1,..,j
= (—1)~ sign(g(») fir v=j 4 1,.,n
Man priift nach, daB in jedem Fall g(z;) = 1 ist. Fiir hinreichend kleine

€ >0 hat g, +eg in z,,..,2;,Y, 241 ,..., Z, €ine starke Alternante der
Linge n 4 1 im Widerspruch zu (a).

(b) = (a): Wir nehmen an, es gibe ein /€ U und x, ,..., X,;, € M mit
Xy < v < Xpyg und (=1 hA(x;)) <O fir i=1L.,n+ 1. Sei U, :=

Ul,.....a,, - Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall 1. dim U, = n. Sei g, ,..., g, eine Basis von U, . Wegen
B h g ge i g e gn
0 = det (Xl er-l) B gl (=1 Ay det (xl XXy xn+1)
folgt
g g o
det (x1 e XXesy - Xn+1) =0 fir i=1,.,n+1,

und damit dim U; < n, also ein Widerspruch.
Fall 2. dim U, = k << n. Seien Xy guens Xiy mit dim U |,
1
tiy1 sees I € M so gewihlt, daBB W:= U |,
f1
hat.

ozt + 3 die Dimension n
SO I

Bezeichnen wir
Z, = X;, fir v <k

=1, fir v>=k+1,
so sind durch g,(z;) = 8, ; eine Basis g; ,..., g, von U, und eine Basis g; ,..., £,
von U festgelegt. Wegen he U, gilt (h + g)(x;)) = h(x) fir i=1,...,n + 1
und jedes g € span{ g1 5..., x}-
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Also kénnen in f,,, ,..., ¢, beliebige Werte fiir & vorgeschrieben werden.

Wir tun das in folgender Weise: Enthilt (x,, x,,,) genau /, viele Punkte
P < <Py Mt P E (T e Bad, SO SCLA(PY) 1= (—1) M(x,), 1 = 1,..., ],

Ist l gerade so verlidngert sich dadurch die Alternante von 4 um [ v1e1e
Punkte. Ist / ungerade, so verldngert sich dadurch die Alternante von A
um / — 1 viele Punkte, und wegen sign A( pl) = sign A(x,,;) kann x,,, in
der Alternanten durch py ersetzt werden. So erhélt man in jedem Fall eine
starke Alternante y, ,..., y,,+1 von A der Linge n + 1, die aus den Punkten
ti41 >es In Und k + 1 Punkten x; <<+ <x; besteht.

Gilt dim Ul,.....v,.p = 1 80 liegt erneut Fall 1 vor.

Gilt dm Uy .., . <n, so folgt dim U |{w ,,,,, 5, )< k. Dann setze
man U, := Ul ..., ) und verfahre fir U, wie fiir U1 in Fall 2.

Damit ergibt sich dann eine starke Alternante F4 eees Ynyr » bezgl. der U
eine grofere Dimension als bezgl. y,,..., y,.; hat. Nach endlich vielen
Schritten gelangt man zu Fall 1.

(c) = (b): Wir folgen wortlich dem Beweisteil (a) = (b) und merken
zusitzlich an, daB g; in y und z; nicht verschwindet und in z,,..., z;_,,
Zia1 5o Zn Nullstellen hat. Wegen (c) existiert ein 4 € U\{0} mit den selben
Nullstellen, das in diesen schwach das Vorzeichen wechselt und zwischen je
zwei benachbarten von ihren schwach konstantes Vorzeichen hat. Da U auf
{zy ..., Z,} ein Haarscher Raum ist, ist ~ ein skalares Vielfaches von g, .
Dann hat aber 4 in y oder z, das “falsche” Vorzeichen.

Das folgende Resultat wurde unabhingig von Sommer und Strauss [6]
mittels des oben erwdhnten Grenzprozesses bewiesen. Unser Beweis ist eine
abgekiirzte Version des Beweises von Stockenberg [7], der seinerseits auf [8]
fufit.

n+1

SAatz 1. Sei U C RM ein n-dimensionaler schwach Haarscher Raum. Dann
enthdlt U einen (n — 1)-dimensionalen schwach Haarschen Raum.

Beweis. Sei M = {x e M | g(x) # O fiir ein g € U}. Fiir alle x € M ist dann
N, :={geU|gx) =0}

ein (n — 1)-dimensionaler linearer Raum. Fiir xe M sei ferner A4, :=
{geU]|g hat in M N [x, o) eine starke Alternante der Lénge n}. Dann
ist 4, offen in U bezgl. der von einer bzw. jeder Norm auf U erzeugten
Topologie. (siche Lemma 5 in [8]). Wir nehmen an, es gibe ein x € M mit
A, NN, %~ ¢. Sei etwa he A, " N,, und ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei 4 rechts von x zuerst positiv. Sei fe U mit f(x) = 1. Fiir hin-
reichend kleine € > 0 hat dann & — ¢f in x und den » Alternantenpunkten
von h eine (n + 1)-stellige Alternante im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also folgt N,C B, := U\A, fiir alle xe M, und auBerdem ist B, abge-
schlossen. Nach Lemma 6 in [8] enthilt dann B := (\,.5 B. einen (n — 1)-
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dimensionalen linearen Raum N. AuBerdem ist B == U\4, wobei
A = {g e U} g hat ¢ine starke Alternante der Linge n auf M}.
Da N mit A leeren Durchschnitt hat, ist N ein schwach Haarscher Raum.

2. HAUPTRESULTATE

Sei im folgenden M = [a, b]C R und UC C(M) ein n-dimensionaler
linearer Raum.

Fiir r € C(M) nennen wir Punkte x,,..., x,€ M mit x; < - < x; und
r(x;) * H(x ) = — || r|Pfiiri = 1,..., k — 1 eine k-stellige Extremalalternante
(EA) von r.

Satz 2 (Alternantensatz). Sei U schwach Haarsch, fe C(M) und VC U
die Menge aller besten Approximationen an f beziiglich der Maximumnorm
auf M. Dann gibt es eing e V, so daff r: = f — g eine (n + 1)-stellige EA hat.

Beweis. Sei k maximal, so daB} fiir ein g€ V' die Fehlerfunktion eine
k-stellige EA hat. Ist die Behauptung fiir alle schwach Haarschen Riume
mit niedrigerer Dimension als » richtig, so kénnen wir uns im folgenden
wegen Satz 1 auf den Fall &k > » beschrinken.

Fiir n = 1 liefert dies zugleich den Induktionsanfang.

Wir nehmen an, es sei k = n und W C V die Menge aller Funktionen mit
einer n-stelligen EA der Fehlerfunktion. Fiir g € W mit einer zugehorigen EA
Xy 5.y Xp € M der Fehlerfunktion und x, := x, X, =5 sei E;:=
{xeMnxi_y, i) | 7(x) = r(xy)} fiir i = 1,...,n, I, = [a;, b;] jeweils das
kleinste Intervall, das E; enthilt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei r(x) = || r|| fiir x € E; . Ferner
sei A ={he U\{0} | (=1 h(y;,) <O fiir alle y,el; und i=1,...,n} und
Ny:={xeE v UE, |hx)=0} fir he U Wegen Lemma 1 ist 4
nicht leer.

Wir zeigen zunidchst folgende Zwischenbehauptung: Es gibt ein he A,
so daB fiir alle & e 4 gilt: N, C N;.

Beweis. Man zeigt leicht, daB A ein abgeschlossener Kegel ist. Fiir fe 4
sei Gy :={ge A| N;CN,}. Offenbarist G; konvex. Sei B ={hec A || | =1}
und g, € B beliebig fest gewihlt. Sei {1} C B eine in B dichte Folge, und Jo,
das erste Glied dieser Folge mit f,, ¢ G, . Sei dann

g2 = f1 + (f»,/2) und damit N,, C N, und G,, U {f,,..., fo,} CG,, .

Zu g, konstruiert man analog g;:= g, + (1/2%) Jn, usw., allgemein
g =& + (1/2) £, -

640/25/4-7
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Entweder es ist G, = A fiir ein v, also N, C N, fiir alle fe 4, und die
Aussage ist bewiesen. "Oder es gibt eine unendliche Folge {g,}7 in A mit

Ngv+1 ES va Y {fi > fnv} C va+1 ’ (*)
lg(x)| < |gv+1(x)[ fir xely v, (**)
gl <2 fir v=1,2,...

Die Folge {g,}; hat einen Haufungspunkt g, € A, und o0.B.d.A. konvergiere
sie gegen diesen. Wegen (**) folgt N, = (),; N, . Sei nun ge B beliebig
und x € N, . Dann st also g,(x) = 0 fiir alle v, und damit wegen (*) f(x) =

fiir alle . Da {/£}¥ dicht in B ist, folgt g(x) = 0.

Also gilt N, C N, fiir jedes g € Bbzw. BC G,_, was trivialerweise 4 C G,
impliziert, und die Aussage ist bewiesen.

Sei nun 4 € 4 eine Funktion wie in der Zwischenbehauptung. Ist N, leer,
so hat r — eh fiir hinreichend kleine ¢ > O eine kleinere Norm als r im
Widerspruch zu g € V. Also ist N, nicht leer; sei etwa xe N, N E, .

Fiir w € W sei E{w) die i-te Extremalmenge, i = 1,..., n, I{w) = [a{*", "],
usw.

Sei W= {we W |xeE,(w)}. Wegen ge W ist W nicht leer. Man zeigt
leicht, daB ¥ abgeschlossen ist.

Sei W, = {we W | a(w) = a;fiiri = 1,..., pund by(w) = b, fiiri = p,..., n}.
Auch W, ist nicht leer und abgeschlossen.

Sei W;,={we W,_,|b(w) maximal} fir /= 1,..,u—1 und W; =
{we W,_, | a;.1(w) minimal} fiir i = p,...,n — 1. Seive W,_jundp = f — v.

Sei nun g€ 4 mit schwachem Vorzeichenwechsel in b,(v),..., b, _(v),
au+1(v)5'~-’ a,,(v).

Wegen der Zwischenbehauptung ist g(x) = 0. Zur Vereinfachung bezeichnen
wir «; := a/v) und B; := B«(v). Fir alle hinreichend kleinen € > 0 hat dann
p — eq eine n-stellige EA in B, ,..., Bu_1, X, auyq 5oy &y, . Fiir jedes € > 0 gilt

(p—eq)(t) <p(t) fir refa, iU B, BslV -,
= p(t) fir re[By, Bl YV I[Bs,Bd V-,

und fiir alle hinreichend kleinen € > 0 gilt

(p—eq)t) > —|lpll fiir tefa, i}V [B:, Bsl U -,
<[l pl fir 7e[By,B]V([Bs, BV .

Wegen g == 0 gibt es ein kleinstes € > 0, so daB fiir ein y € M in einer der
Ungleichungen (+4) Gleichheit auftritt. Sei # = p — &g. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei y < x. Wir unterscheiden drei Fille:

(1) Gilty <B,,sohat#iny, By ..., Bu_i,s X, %uiq seeer &y, €i0€ (7 =+ 1)-
stellige EA im Widerspruch zur Annahme k& = n.



SCHWACHE TSCHEBYSCHEFF-SYSTEME 391

2 Gilt ye(B,_;,B:) fiir ein ie{2,.,u— 1}, so folgt #B,,) =
#y) = —#B) = +1rl
Dann ist entweder B; ;, nicht maximal, oder es gibt ein z € (B, ;, y) mit
7(z) = r(B,), und 7 hat eine (n + 1I)-stellige EA, in beiden Fillen ein
Widerspruch.
(3) Ist ye(B._;, x), so folgt wie bei (2), daB entweder S, , nicht
maximal ist oder ein z&(B,_, , y) mit 7(z) = #(x) existiert und 7 also eine
(n + 2)-stellige EA hat.

Die beiden folgenden Aussagen stellen in gewisser Weise Umkehrungen
von Satz 2 dar.

SAtZ 3. Sei Uschwach Haarsch undfe C(M). Dann ist jedes g € U, fiir das
r = f— g eine (n + 1)-stellige EA hat, eine beste Approximation an fc U.

Zum Beweis benutzen wir einen Spezialfall des Kolmogoroff-Kriteriums
(siehe z.B. Schénhage [5, S. 149]):

Lemma 2. ge U ist genau dann eine beste Approximation an f< C(M),

wenn fiir jedes h € U ein x e{te M | |(f — g)t)| = |l.f — g} mit (f — g)x) -
h(x) < Oexistiert.

Beweis von Satz 3. Da U schwach Haarsch its, hat kein h € U eine starke
Alternate der Liange n + 1. Also gibt es fiir jedes 4 € U einen Punkt ¢ der EA
mit #(¢) h(t) < 0, woraus mit Lemma 2, Satz 3 folgt.

SATz 4. Gibt es zu jedem fe C(M) eine beste Approximation g € U, fiir
die r = f — g eine (n + 1)-stellige EA hat, so ist U ein schwach Haarscher
Raum.

Zum Beweis verweisen wir aus die—in diesem Teil elegante—Argumen-
tation von Jones and Karlovitz [3].

3. SPEZIALISIERUNG AUF HAARSCHE RAUME

Ein n-dimensionaler schwach Haarscher Raum U heilit Haarscher Raum,
wenn kein fe U\{0} mehr als n — 1 Nullstellen hat. Das Analogon zu Satz 3
folgt aus diesem unmittelbar.

Das Analogon zu Satz 4 lautet:

SAatz 4'. Gibt es zu jedem f € C(M) genau eine beste Approximation g € U,
so ist U ein Haarscher Raum.

Der Beweis dieses Ergebnisses findet sich z.B. bei Cheney [1, S. 81], oder
Haar [2].
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Wir wollen nun einen gegeniiber den bisherigen einfacheren Beweis des zu
Satz 2 analogen Resultates geben.

Satz 2'. Seife C(M)und U ein Haarscher Raum. Dann gibt es genau eine
beste Approximation g U an f, und r = f — g hat eine (n -+ 1)-stellige EA.

Beweis. Sei g € U eine beste Approximation an f, und k maximal, so daB3
r=f—gin x,,.., x, eine k-stellige EA hat. Mit x,:=q und x,.,:= b
sei E;i={xeMn [x;4,x; ]! r(x)=r(x)} fir i =1,.,k und I, das
jeweils kleinste Intervall mit £; C I, . Wir nehmen an, es sei k < n.

Fir kK =n,n — 2,n — 4,... sei he U eine Funktion, die in den Liicken
zwischen den I; zusammen genau n — | Nullstellen hat, und zwar in jeder
Liicke ungerade viele.

Fiir k = n — 1,n — 3,... sei k;, € U eine Funktion mit A,(min ;) = 0, die
aullerdem in den Liicken zwischen den /; zusammen genau # — 2 Nullstellen
hat, und zwar in jeder Liicke ungerade viele. h, & U sei eine ebensolche
Funktion, nur mit Ay(max I;;) = 0 statt A, (min I;) = 0, und schwach dem
gleichen Vorzeichen wie /i in jedem Intervall I, . Es sei b = h; + h, .

In beiden Fillen erhilt man ein % € U (entweder # = h oder & = —h), das
auf jedem /I, das gleiche Vorzeichen wie r auf E; hat. Also ist fiir jedes
xeEy WU Ex(x) - h(x) > 0, und wegen Lemma 2 dann g keine beste
Approximation an f. Also ist &k = n + 1. Sei nun g € U eine andere beste
Approximation an f; also || ri| = || 7| fir # = f — §. r — #e U hat in jeder
EA von r eine schwache Alternante der Liange n + 1.

Da U ein Haarscher Raum ist, folgt r = 7.
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