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EINFUHRUNG

Sei Meine Teilmenge der reellen Zahlen und ~M der Iineare Raum der
reellwertigen, auf M definierten Funktionen. Ein n-dimensionaler linearer
Unterraum U von ~M heiBt schwach Haarscher Raum bzw. jede Basis
von U heiBt schwaches Tschebyscheff-System, wenn kein lEU ofter als
(n - I)-mal stark das Vorzeichen wechselt bzw., in der Terminologie
von [8], eine starke Alternante der Lange groBer n hat. Ein Beispiel fUr
schwach Haarsche Raume bilden etwa die polynomischen Splines (siehe
[4, p. 18]).

In Verallgemeinerung des Alternantensatzes von de la Va1l6e-Poussin
fUr gewohnliche Haarsche Raume haben Jones und Karlovitz [3] gezeigt,
daB, falls M ein abgeschlossenes Intervall und U C C(M) ein n-dimensionaler
linearer Raum ist, U genau dann die schwache Haarsche Bedingung erfilllt,
wenn zu jedem g E C(M) ein Proximum lEU beziiglich der Maximumnorm
auf M existiert, fUr das die Fehlerfunktion r:= I - g ihr betraglisches
Maximum an n + 1 Punkten von M mit wechselndem Vorzeichen annimmt.
Urn zu zeigen, daB die scwache Haarsche Bedingung hinreichend ist, wurde
in [3] als zentrales Hilfsmittel ein Grenzprozess fUr die Annaherung von U
durch gewohnliche Haarsche Raume benutzt, der in Karlin und Studden [4]
ausfUhrlich dargestellt ist. Wir werden im folgenden einige prinzipielle
Eigenschaften schwach Haarscher Raume herleiten und mit ihrer Hilfe
das Ergebnis von Jones und Karlovitz elementar beweisen. Dabei wird
sich unter anderem ein vereinfachter Beweis des klassischen Resultates
fUr gewohnliche Haarsche Raume ergeben.

1. VORBEREITUNGEN

Aus [8] und [3] iibernehmen wir folgende Festlegungen:

(1) Seien IE ~M und t1 , ... , tk EMmit t1 < ... < tk • t1 , ... , tk heiBen
eine starke Alternante von I (der Lange k), wenn I(ti ) '/(ti+l) < 0 fUr
i = 1,... , k - 1 gilt.
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(2) Ein n-dimensionaler linearer Unterraum U von IRM heiBt sehwaeh
Haarseher Raum, wenn keinfE U eine starke Alternante der Lange> n hat.

LEMMA 1. Sei U C IRM ein n-dimensionaler Iinearer Raum. Dann sind
folgende Eigenschaften iiquivalent:

(a) U erfilllt die schwache Haarsche Bedingung.

(b) Seih ,,,.,fn eine Basis von U. Fur aile t1 , ... , tn EMmit t1 < ... < tn
hat die Determinante det(j;(tj)) schwach einheitlisches Vorzeichen.

(e) Seien U1 , ••• , Un- 1 EMmit u1 < ... < un-I' Uo = - 00, Un = +00.

Dann gibt es ein fE U\{O} mit f(Ul) =f(U2) = ... =f(un- 1) = °und (-IY
f(x) ~ °fur x E (Ui-l, Ui) n M, i = 1,.", n.

Bemerkung. Jones und Karlovitz [3] beweisen Lemma 1 fiir den Fall,
daB M ein Intervall und U C C(M) ist, mit Hilfsmitteln, die auf die allgemeine
Situation nicht iibertragbar zu sein seheinen. 1m ubrigen setzen sie an die
Stelle von (e) die Bedingung "WC-2", namlieh daB (e) nur fiir aIle U1 ,.", Un - 1

mit inf M < U1 und Un- 1 < sup M gelte. Falls M ein Intervall und U C C(M)
ist, sind (e) und "WC-2" also aquivalent. 1m allgemeinen gilt dies jedoch
nieht, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei M = {I, 2, 3}, und seienf,gE RM definiertdurchf(l) =f(2) = g(3) = °
und f(3) = g(l) = -g(2) = 1. U:= span{f, g} erfiillt "WC-2", aber
nieht (c).

Beweis von Lemma I.

(b) => (c): Wir benutzen Induktion uber k: = dim U!{u1" ... U
n

_
1

} .

k = n - 1: Sei Ai = (Ui , Ui+l) n M fiir i = 0, I, ... , n - 1. Sei

fiir t E M.

Fur t E A j ist

get) = (-I)i det (fl .:.' fn),
U1 Uj_l t Uj Un- 1

j = 0, I,,,., n - 1.

Die Determinante reehts hat naeh Voraussetzung sehwaeh einheitliehes
Vorzeiehen und verschwindet wegen dim U = n nicht identiseh.

k + 1 => k: Sei ep der Spaltenvektor

(1 )
.In

und i1 , ... , ik E {I,,,., n - I}
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so gewahlt, daB ep(u; ), ... , ep(u; ) linear unabhangig sind. Ferner sei L: =
1 k

{w E M I ep(w) E span{ep(u; ), ... , ep(u;)}} und Lv das gr6Bte Intervall mit
1 k

Uv E Lv E L fUr v = 1, ... , n - 1.

Fall 1. Es gibt ein v E 1: = {t,... , n - I}\{il , ... , ik} mit [Uv - l , UV+ll n
Met Lv, etwa W: = (uv- l , uv) n M\L =Ie 0 ohne Einschrankung der
Allgemeinheit. Hat W ein maximales Element x, so gibt es nach Induk
tionsvoraussetzung ein g E U\{O} mit schwachen Vorzeichenwechseln in
Ul , ... , Uv~l , X, UV+l , ... , Un-I' Da g auf L verschwindet, hat es die gewunschten
Eigenschaften. Hat W kein maximales Element, so sei Xl , X 2 , ... E W eine
streng monotone Folge mit limm_>oo X m = sup(W). Nach Induktionsvor
aussetzung gibt es fUr jedes m = 1, 2,... ein hm E U mit II hm II = I, wobei
Ii II irgendeine Norm auf U ist, und schwachen Vorzeichenwechseln in
Ul , ... , Uv~l , X m , UV+l , ... , Un-I' Da die MengeS: = {IE U IIlfll = I} kompakt
beziiglich der Normtopologie ist, hat die Folge {hm } einen Haufungspunkt
g E S. Da Normkonvergenz hier punktweise Konvergenz impliziert, hat g
die gewiinschten Eigenschaften.

Fall 2. Flir jedes v E I gilt [uv- l , UV+l] n MeL. Sei dann v E 1 fest und
ohne Einschrankung der Allgemeinheit J1- < v maximal, so daB W: =

(u" , U"+l) n M\L nieht leer ist. Der Rest des Beweises ist derselbe wie in
Fall I mit dem einzigen Unterschied, daB, falls W ein maximales Element
X hat, g E U\{O} mit schwachen Vorzeichenwechseln in Ul , ... , U" , X, U"+l , ... ,

Uv- l , Uv+l , ... , Un- l gebildet wird und sonst hm E S mit schwachen Vorzeichen
wechseln in Ul , ... , U" , X m , U,,+l , ... , Uv- l , UV+ l , ... , Un-I' m = 1,2,... , ge-
bildet wird.

(a) =;, (b): Sei II ,... ,fn eine feste Basis von U. Wir nehmen an, es
gabe Xl"'" X n EM und Yl , .•. , Yn EMmit Xl < ... < x n , Yl < '" < Yn und
det(.fi(xj)) . det(.fi(Yj)) < O. Da dim U k"I x,,} = dim U !lY1 ..... Y,,} = n ist,
gibt es ein Y;l' so daB dim U !{Y

il
.x

2
xa} = n ist, weiter ein Yi

2
mit

dim U !{Y, 'Y
i

,x...... x,,} = n usw. Also kann man {Xl'"'' X n } schrittweise in
·1 2 u

{Yl ,... , Yn} so iiberfiihren, daB bei keinem Schritt die Determinante ver-
schwindet. Bei einem Schritt muB dann die Determinante das Vorzeichen
wechseln, etwa beim k-ten Schritt. Wir benennen die Punkte Yi ,... , Yi ,

1 k'~1

Xk , •.• , X n urn in Zl , ••. , Zn mit Zl < ... < Zn und wahlen eine Basis gl '00" gn

von U mit g;(Zj) = 8;.j fUr alle i und j. Sei Y := Y;k mit Zj < Y < Zj+l ,

und Y werde gegen Zk ausgetauscht. Natiirlich wechselt die mit gl '00', gn

gebildete Determinante bei diesem Schritt ebenfalls stark das Vorzeichen,
und wegen

... gn) = 1

... Zn



folgt
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> det (gl gn)
Zl , , Zk-l , Y, Zk+l , , Zn '

(
g . gn)

o > det ZII, , Zi , y, Zi+l ,... , Zk-I , Zk+l , , Zn '

falls j = I,... , k - 2, k + I ... , n

falls j = k - I, k.

Ausrechnung dieser Determinanten liefert

sign gk(Y) = (- I)k-i,

= -I,
= (_I)k-H,

Sei nun g E U mit

g(Z.) = (_1))-1-. sign(gk(Y»

= (- 1»)-· sign(gk(Y»

falls j = I, ... , k - 2,
falls j = k - I, k,

falls j = k + I,... , n.

fUr v = l, ...,j,

fUr v=j+ I, ... ,n.

Man priift nach, daB in jedem Fall g(Zk) = list. Fiir hinreichend kleine
E > 0 hat gk + Eg in ZI ,... , Z) , Y, Zi+l ,... , Zn eine starke Altemante der
Lange n + I im Widerspruch zu (a).

(b) => (a): Wir nehmen an, es gabe ein hE U und Xl'"'' X n+1 EMmit
Xl < < x n+l und (- I)i h(Xi) < 0 fUr i = I, ... , n + 1. Sei UI :=
U !t"I X n+1} • Wir unterscheiden zwei Hille:

Fall I. dim Ul = n. Sei gl ,... , gn eine Basis von Ul . Wegen

det (gl gn) = 0
Xl Xi-lXi+l X n +1

fUr i = 1,... , n + 1,

und damit dim UI < n, also ein Widerspruch.

Fall 2. dim Ul = k < n. Seien XiI ,... , Xi, mit dim U I{xi' .... Xi} = k, und
I ,

tk +1 , ... , tn E M so gewahlt, daB W:= U lix
i

..... x
i

.tw..... tn} die Dimension n
I ,

hat.

Bezeichnen wir
fUr v ~ k

fUr v;;:'k+I,

so sind dUTch gi(Zj) = St,) eine Basis gi ,..., gk von UI und eine Basis gl ,... , gn
von U festgelegt. Wegen hE Ul gilt (h + g)(Xi) = h(xi) fUr i = I,..., n + I
und jedes g E span{gk+1 ,... , gn}.



388 ROLAND ZIELKE

Also konnen in tk+l ,... , tn beliebige Werte fUr h vorgeschrieben werden.
Wir tun das in folgender Weise: Enthalt (xv, Xv+l) genau Iv viele Punkte

Plv < ... <pi mitp{ E{tk+l ,... , tn}, so sei h(p{):= (-I)i h(xv), i = I,... , Iv.
v

1st I gerade, so verlangert sich dadurch die Alternante von h urn I viele
Punkte. 1st I ungerade, so verlangert sich dadurch die Alternante von h
urn I - I viele Punkte, und wegen sign h(pi ) = sign h(xv+l) kann xv+l in
der Alternanten durch pi ersetzt werden. So ~rhiilt man in jedem Fall eine

v
starke Alternante Yl ,... , Yn+l von h der Lange n + I, die aus den Punkten
tk+l ,... , tn und k + 1 Punkten Xj < ... < Xj besteht.

1 k+l

Gilt dim U I{yl yn+l} = n, so liegt erneut Fall I vor.
Gilt dim U [{yl yn+l} < n, so folgt dim U ltv; .....x; } < k. Dann setze

1 k+l

man U2 := U IIx .....x } und verfahre fUr U2 wie fUr Ul in Fall 2.
'I 'k+l

Damit ergibt sich dann eine starke Alternante Yl ,...,Yn+l' bezgl. der U
eine groBere Dimension als bezgl. Y1 ,... , Yn+l hat. Nach endlich vielen
Schritten gelangt man zu Fall 1.

(c) ~ (b): Wir folgen wortlich dem Beweisteil (a) ~ (b) und merken
zusatzlich an, daB gk in Y und Zk nicht verschwindet und in Zl ,... , Zk-l ,
Zk+l '00" Zn Nullstellen hat. Wegen (c) existiert ein hE U\{O} mit den selben
Nullstellen, das in diesen schwach das Vorzeichen wechselt und zwischen je
zwei benachbarten von ihren schwach konstantes Vorzeichen hat. Da U auf
{Zl ,... , zn} ein Haarscher Raum ist, ist h ein skalares Vielfaches von gk'
Dann hat aber h in yoder Zk das "falsche" Vorzeichen.

Das folgende Resultat wurde unabhiingig von Sommer und Strauss [6]
mittels des oben erwahnten Grenzprozesses bewiesen. Unser Beweis ist eine
abgekurzte Version des Beweises von Stockenberg [7], der seinerseits auf [8]
fuBt.

SATZ I. Sei U C IRM ein n-dimensionaler schwach Haarscher Raum. Dann
enthalt U einen (n - I)-dimensionalen schwach Haarschen Raum.

Beweis. Sei M = {x E M I g(x) =p 0 fUr ein g E U}. Fur alle x E Mist dann

N x := {gE Ulg(x) = O}

ein (n - l)-dimensionaler linearer Raum. Fur x EM sei ferner A x :=
{g E U Ig hat in M n [x, 00) eine starke Alternante der Lange n}. Dann
ist Ax offen in U bezgl. der von einer bzw. jeder Norm auf U erzeugten
Topologie. (siehe Lemma 5 in [8]). Wir nehmen an, es gabe ein x EMmit
Ax n N x =P 4>. Sei etwa hE Ax n N x , und ohne Beschrankung der Allge
meinheit sei h rechts von x zuerst positiv. Sei fEU mit f(x) = 1. Fur hin
reichend kleine E > 0 hat dann h - if in x und den n Alternantenpunkten
von heine (n + I)-stellige Alternante im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also folgt N x C Bx := U\A x fUr alle x E M, und auBerdem ist Bx abge
schlossen. Nach Lemma 6 in [8] enthalt dann B := nXEM Bx einen (n - 1)-
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dimensionalen linearen Raum N. AuBerdem ist B = U\A, wobei
A = {g E U Ighat eine starke Alternante der Lange n auf M}.

Da N mit A leeren Durchschnitt hat, ist N ein schwach Haarscher Raum.

2. HAUPTRESULTATE

Sei im folgenden M = [a, b) C IR und UC C(M) ein n-dimensionaler
linearer Raum.

Fur r E C(M) nennen wir Punkte Xl"'" Xk EMmit Xl < ... < Xk und
r(xi) . r(Xi+l) = - II r 11

2 fUr i = l, ...,k - I eine k-stellige Extremalalternante
(EA) von r.

SATZ 2 (Alternantensatz). Sei U schwach Haarsch, IE C(M) und V C U
die Menge aller besten Approximationen an I bezuglich der Maximumnorm
aul M. Dann gibt es ein g E V, so dafJ r: = I - g eine (n + I)-stellige EA hat.

Beweis. Sei k maximal, so daB fUr ein g E V die Fehlerfunktion eine
k-stellige EA hat. 1st die Behauptung fUr aIle schwach Haarschen Raume
mit niedrigerer Dimension als n richtig, so konnen wir uns im folgenden
wegen Satz I auf den Fall k ~ n beschranken.

Fur n = I liefert dies zugleich den Induktionsanfang.
Wir nehmen an, es sei k = n und we V die Menge aller Funktionen mit

einer n-stelligen EA der Fehlerfunktion. Fur g E W mit einer zugehOrigen EA
Xl'"'' Xn E M der Fehlerfunktion und Xo := X, Xn+l:= b sei Ei :=
{X E M (\ [Xi-I, Xi+l] I r(x) = r(Xi)} fUr i = 1,..., n, Ii = [ai, b;] jeweils das
kleinste IntervaIl, das E i enthiilt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei r(x) = II r II fUr X E El . Ferner
sei A = {h E U\{O} I (-I)i h(Yi) ~ 0 fUr aIle Yi Eli und i = I,..., n} und
N h := {X E El U ... U En Ih(x) = O} fUr hE U. Wegen Lemma 1 ist A
nicht leer.

Wir zeigen zunachst folgende Zwischenbehauptung: Es gibt ein hE A,
so daB fUr aIle It E A gilt: N h C N{, .

Beweis. Man zeigt leicht, daB A ein abgeschlossener Kegel ist. Fur IE A
sei Gf := {g EA IN f C Ny}. Offenbar ist Gf konvex. Sei B = {h EA III h II = I}
und gl E B beliebig fest gewahlt. Sei {fn}r C Beine in B dichte Folge, undln

1

das erste Glied dieser Folge mitln 1= Gy • Sei dann
1 1

Zu gl konstruiert man analog ga:= g2 + {lJ22)ln usw., allgemein
2

gi+l = gi + (IJ2 i )ln, .
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Entweder es ist Gg = A fUr ein v, also N g C Nt fUr aIle IE A, und die
Aussage ist bewiesen.vOder es gibt eine unendliche Foige {gv}~ in A mit

Iglx) I ~ IgV+l(x) I
Ilgll ~ 2

fUr x E Ilv vln ,

fUr v = 1,2, .

(*)

(**)

Die Folge {gv}~ hat einen Haufungspunkt goo E A, und o.B.d.A. konvergiere
sie gegen diesen. Wegen (**) folgt Ng = n:~l Ng • Sei nun g EB beliebig
und x E N goo • Dann ist also glx) = 0 fU~ aIle v, und damit wegen (*)j;,(x) = 0
fUr aIle v. Da {f,,}~ dicht in B ist, folgt g(x) = O.

Also gilt Ng eNg fUr jedes g E B bzw. Be Gg , was trivialerweise A eGg
impliziert, und die Aussage ist bewiesen. ro ro

Sei nun h E A eine Funktion wie in der Zwischenbehauptung. 1st N" leer,
so hat r - fh fUr hinreichend kleine f > 0 eine kleinere Norm als r im
Widerspruch zu g E V. Also ist N" nicht leer; sei etwa x E N" n E" .

Fur W E W sei Ei(w) die i-te Extremalmenge, i = 1,... , n, li(w) = [a~W), b~W)],

usw.
Sei W = {w E W I x E E,,(w)}. Wegen g E Wist W nicht leer. Man zeigt

leicht, daB Wabgeschlossen ist.
Sei Wi = {w E WI ai(w) = ai fUr i = I,... , p.. und b;(w) = bi fiir i = p.., ••• , n}.

Auch Wo ist nicht leer und abgeschlossen.
Sei Wi = {w E Wi- l I b;(w) maximal} fUr i = I, ... , p.. - I und Wi =

{w E Wi- l I ai+l(w) minimal} fUr i = p.., ... , n - 1. Sei v E Wn- 1undp = I-v.
Sei nun q E A mit schwachem Vorzeichenwechsel in bl(v), ... , b"_I(V),

a"+l(v)"", an(v).
Wegen der Zwischenbehauptung ist q(x) = O. Zur Vereinfachung bezeichnen

wir IXi := ai(v) und f3i := f3i(V). Fur aIle hinreichend kleinen f > 0 hat dann
p - fq eine n-steIlige EA in f31 ,... , f3"-1 , x, IX"+l ,..., IXn . Fiir jedes E > 0 gilt

(p - Eq)(t) ~ pet)

? pet)

fUr t E [a, f3I] U [f32 , f3a] u "',

fiir t E [f31 , f32) u lf3a , f34) u "',

und fUr aIle hinreichend kleinen E > 0 gilt

(p - Eq)(t) > - II p II
<llpll

fUr t E [a, f3I] U [f32 , f3a] U "',
fUr t E [f31 , f32) u [f3a , f34) u ....

Wegen q =1= 0 gibt es ein kleinstes i > 0, so daB fUr ein y E Min einer der
Ungleichungen (+) Gleichheit auftritt. Sei r = p - iq. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei y < x. Wir unterscheiden drei FaIle:

(1) Gilt y < f31 , so hat r in y, f31 ,... , f3"-1 , x, IX"+l ,..., IXn eine (n + 1)
stellige EA im Widerspruch zur Annahme k = n.
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(2) Gilt y E ({3i-1 , {3i) fUr ein i E {2,..., J1- - I}, so folgt 1'({3i-l) =
1'(y) = -r({3i) = + II r II.

Dann ist entweder {3i-l nicht maximal, oder es gibt ein z E (f3i-l , y) mit
;(z) = r({3i), und ; hat eine (n + I)-stellige EA, in beiden Fallen ein
Widerspruch.

(3) 1st y E ({3"-1 , x), so folgt wie bei (2), daB entweder {3"-1 nicht
maximal ist oder ein Z E ({3"-1 ,y) mit r(z) = r(x) existiert und ; also eine
(n + 2)-stellige EA hat.

Die beiden foIgenden Aussagen stellen in gewisser Weise Umkehrungen
von Satz 2 dar.

SATZ 3. Sei U schwach Haarsch undlE C(M). Dann ist jedes g E U,jur das
r = 1- g eine (n + I)-stellige EA hat, eine beste Approximation an IE U.

Zum Beweis benutzen wir einen Spezialfall des Kolmogoroff-Kriteriums
(siehe z.B. Schonhage [5, S. 149]):

LEMMA 2. g E U ist genau dann eine beste Approximation an IE C(M),
wennfllr jedes h E U ein x E {t EM 11(1 - g)(t)1 = III - g II} mit (I - g)(x) .
h(x) ~ 0 existiert.

Beweis von Satz 3. Da U schwach Haarsch its, hat kein h E U eine starke
Alternate der Lange n + I. Also gibt es fUr jedes h E U einen Punkt t der EA
mit r(t) h(t) ~ 0, woraus mit Lemma 2, Satz 3 folgt.

SATZ 4. Gibt es zu jedem IE C(M) eine beste Approximation g E U,lur
die r = 1- g eine (n + 1)-stellige EA hat, so ist U ein schwach Haarscher
Raum.

Zum Beweis verweisen wir aus die-in diesem Teil elegante-Argumen
tation von Jones and Karlovitz [3].

3. SPEZIALISIERUNG AUF HAARSCHE RXUME

Ein n-dimensionaIer schwach Haarscher Raum U heiBt Haarscher Raum,
wenn kein/E U\{O} mehr als n - I Nullstellen hat. Das Analogon zu Satz 3
folgt aus diesem unmitteIbar.

Das AnaIogon zu Satz 4 Iautet:

SATZ 4'. Gibt es zujedemlE C(M) genau eine beste Approximation g E U,
so ist U ein Haarscher Raum.

Der Beweis dieses Ergebnisses findet sich z.B. bei Cheney [I, S. 81], oder
Haar [2].
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Wir wollen nun einen gegenuber den bisherigen einfacheren Beweis des zu
Satz 2 analogen Resultates geben.

SATZ 2'. Seif E C(M) und U ein Haarscher Raum. Dann gibt es genau eine
beste Approximation g E U an f, und r = f - ghat eine (n + I)-stellige EA.

Beweis. Sei g E U eine beste Approximation anf, und k maximal, so daB
r = f - g in Xl"'" Xk eine k-stellige EA hat. Mit Xo := a und Xn+l := b
sei Ei := {x E M n [Xi-I, Xi+I] ! r(x) = r(Xi)} fUr i = 1,... , k, und Ii das
jeweils kleinste Intervall mit Ei C Ii . Wir nehmen an, es sei k < n.

Fur k = n, n - 2, n - 4,... sei h E U eine Funktion, die in den Lucken
zwischen den Ii zusammen genau n - 1 Nullstellen hat, und zwar in jeder
Lucke ungerade viele.

Fur k = n - 1, n - 3, ... sei hI E U eine Funktion mit hI(min II) = 0, die
aul3erdem in den Lucken zwischen den Ii zusammen genau n - 2 Nullstellen
hat, und zwar in jeder Lucke ungerade viele. h2 E U sei eine ebensoJche
Funktion, nur mit h2(max I k ) = °statt hI(min II) = 0, und schwach dem
gleichen Vorzeichen wie hI in jedem Intervall Ii . Es sei h = hI + h2 •

In beiden Fallen erhiilt man ein Ii E U (entweder Ii = h oder Ii = -h), das
auf jedem Ii das gleiche Vorzeichen wie r auf Ei hat. Also ist fUr jedes
x EEl \.V •.• U Ekr(x) . Ii(x) > 0, und wegen Lemma 2 dann g keine beste
Approximation an f Also ist k ;.): n + 1. Sei nun gE U eine andere beste
Approximation an f, also II r II = II r II fUr r = f - g. r - rE U hat in jeder
EA von r eine schwache Alternante der Lange n + 1.

Da U ein Haarscher Raum ist, foIgt r = r.
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